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1. Докажите, что для любого натурального m

(a) lim
n→∞

1m + 2m + · · ·+ nm

nm+1
=

1

m+ 1
;

(b) lim
n→∞

(
1m + 2m + · · ·+ nm − nm+1

m+ 1

)
/nm =

1

2
.

2. Пусть p > 1. Докажите, что для любых неотрицательных a1, . . . , an справедливо
неравенство ap1 + ap2 + · · ·+ apn 6 (a1 + a2 + · · ·+ an)

p.

3. Из каждой точки интервала (0, 1) проведен отрезок положительной длины. До-
кажите, что сумма длин всех таких отрезков бесконечна.

4. Пусть f(x) — непрерывная на отрезке [0, 1] функция такая, что для любого

x ∈ [0, 1] выполнено неравенство
∫ 1

x

f(t) dt >
1− x2

2
. Докажите, что

∫ 1

0

f 2(t) dt >
1

3
.

5. Приведите пример положительного многочлена от двух переменных, нижняя
грань которого на всей плоскости равна нулю (т.е. нижняя грань не достигается).

6. Пусть A,B ∈ Rn×n. Доказать, что

det

(
A B
−B A

)
> 0.

7. Привести пример распределения вероятностей (частот) появления букв, для ко-
торого имеются три различных набора длин оптимальных кодов.

8. Найти минимальное n, для которого существует монотонная самодвойственная
несимметричная функция, существенно зависящая от всех n переменных.


